@ BASES ET DIMENSIONS

@ Fanmilles libres, bases et dimensions

| Familles libres et familles liées

QB Colinéarité, coplanarité

Quelques rappels du lycée

Colinéarité Coplanarité

Deux vecteurs non nuls , ¢ du plan ou de I'espace sont Trois vecteurs hon nuls i, ¥ et « avec @ et ¥ non colinéaires

dits | colinéaire | lorsqu'il existe un A € R* tel que : sont dits | coplanaire | si il existe A1, Ao € R* tel que :
U=\ U= MU+ AW

En fait des vecteurs sont colinéaires/coplanaires lorsque chacun des vecteurs peut s’écrire en fonction des autres.

> Deux vecteurs non colinéaires forment une de R? notée (i, 7).

> Trois vecteurs non coplanaires forment une de R? notée (i, 7, ).

© Remarque

Une base est constituée de vecteurs qui ne sont pas « liés » entre eux que se soit sur R? ou sur R®. En réalité, cette notion
se généralise sur tout K™ et ses sous-espaces vectoriels.

RE Famille lige Q Exemple

Soit F = (uy, us, .. ., uz) une famille de vecteurs de K" avec k € N*. F=((0,1),(1,1),(1,0)

On dit que F est une [ famille liée ), ou que les vecteurs de uy, .. ., uy, Est une famille lise car (1,1) = (0,1) +
sont linéairement dépendants , si 3(\1,...,\x) € K* non-tous nuls (1,0)

tels que

O Remarque

k
Z)\,U,Z = MUy + Agug + ... + Apup = Ogn . o .
i=1 Une famille est lié dés lors que I'on arrive a

Lexpression non tous nuls signifie 3i € [1; k] tel que \; # 0. trouver un vecteur de cette derniere qui s’écrit
L en fonction des autres.

@)
~_ ©Q Exemple RB Famille libre

Lexemple le pIu_s simple de base sont les Soit F' = (u1, ua, . .., u;) une famille de vecteurs de K™ avec k € N*.
[bases cannomques]. On dit que F est ou que les vecteurs sont
] 0 0 lineairement indépendants si F' n’est pas liée.
On note :
E=1lof,]1].]0 &
0 0 1 V()\l,...,)\k)EKk, i_l)\iuiZOKn:>)\1=)\2=...=)\k=0
Par soucis de notation j'ai décidé de noter Autrement dit, si aucun vecteur ne peut s’écrire comme combinai-
&, la base cononique de R™. son linéaire des autres alors F est libre.
\ |\ J
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Q Exemple

On considére la famille suivante :

1
Es = 0],
0

S = O
= o O

Il faut que I'on montre que &; est une famille libre de pour se faire il faut montrer que la somme des \;u; donne le vecteur
nul, i.e. que tous les A; soient nuls.

» Etape 1 — Poser la somme

La famille est composée de trois vecteurs alors on pose i, A2, A3 € R. Alorson a:

1 0 0
Ao +X 1] +A3]0
0 0 1
» Etape 2 — Construire le systéme d’équation
On obtient alors un systéme a trois lignes :
A =0 Ly
A2 =0 Lo (1)
A3=0  Lg

» Etape 3 — Résoudre le systéme d’équations et conclure
D’apres le systéeme, A1 = Ay = A3 = 0 alors &3 est une famille libre.

- /

| Bases et dimensions

Al Base d’un sous-espace vectoriel

Soit F' un sous espace vectoriel de K™.

On dit qu’une famille 7 = (uq, ..., u;) de vecteurs de F, ou k € N* est une de F'si:
> F est une famille libre

> F engendre F, c’est a dire Vect(uy,...,up) =F

Il faut donc maitriser les méthodes pour prouver un sous-espace vectoriel et sa notation Vect(. . .).

Propriété

ADMISSION D’UNE BASE

Tout sous espace vectoriel F' € K" tel que F # {0k~ } admet une base.

RB Dimension

Soit F' un sous espace vectoriel de K™ et B une base de k£ € N* éléments de F. On appelle de F' notée
dim(F') le nombre d’éléments de B.
On note :

dim(F) = k

Par convention, si F' = {0k~ }, alors dim(F') = 0.
En gros, la dimension c’est le nombre d’éléments dans la base.
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